Sistemas de Equacoes Lineares,
Equacoes nao Lineares e Estabilidade

Este trabalho tem por objetivo principal o estudo de métodos para
a resolucao de sistemas de equacoes diferenciais lineares de primeira ordem,
equacoes diferenciais nao lineares e estabilidade. Nao estamos preocupados exata-
mente com demonstragoes rigorosas, tendo uma maior preocupacao com o aspecto
geométrico das solucoes em cada caso. Estamos preocupados ainda em nos ha-
bituar com estes tipos de problemas, seus conceitos fundamentais, acentuando
bem esta preocupacao através de exercicios que aqui estao expostos na forma de

exemplos.

Na primeira parte estamos enfocando Sistemas de equacoes diferenci-

ais de primeira ordem e algumas aplicagoes relacionadas a este tema.

Sistemas de equacoes sao "fenomenos" que ocorrem separadamente,
mas que sao acoplados entre si. Na natureza e no quotidiano sempre nos de-
paramos com situacoes que envolvem este tipo de sistema, como alguns proble-
mas relacionados a redes elétricas e a mecanica. Nestes casos, podemos expressar
estes problemas como sistemas de equacoes lineares de primeira ordem, escritas

da seguinte forma.

= Ax

Inicialmente foi feita uma revisao que abordou resolucao de equagoes

diferenciais de primeira e segunda ordem.

Outro ponto de vital importancia dentro deste estudo é sem divida
o que cabe a Algebra Linear, mais especificamente no que diz respeito a Ma-
trizes, Autovalores, Autovetores, dependéncia e independéncia linear e resolucao

de sistemas lineares.

A primeira parte do trabalho é iniciada com um problema fisico en-
volvendo um sistema massa-mola. A partir deste problema, exploramos alguns
teoremas que sao muito importantes em sistemas de equacgoes diferenciais line-
ares; ¢ a teoria béasica de equagoes diferenciais lineares, que além dos teoremas,

discute sobre as solucoes gerais destes sistemas, que sao do tipo:

m(t) — 5(1)€T1t + 5(2)61”21‘, 44 f(n)ernt



com r; sendo os autovalores relacionados a matriz dos coeficientes do sistema e

§(i) 0s seus respectivos autovetores.

O trabalho conta ainda com alguns conceitos e defini¢oes importantes,
que sao bem expostos e explorados. Sao discutidas ainda, as caracteristicas das

solugbes gerais (expostas acima) para sistemas:

e Hermitianos
e Nao Hermitianos
e Sistemas com Autovalores Complexos

e Sistemas com Autovalores Repetidos

Com estes conceitos, sao resolvidos alguns problemas, inclusive o que
serviu como motivacao inicial para o trabalho. Trabalhamos também com o
Conceito de Matrizes fundamentais e com isso, chegamos a uma forma de calcular

a exponencial de uma matriz.

Terminada a parte envolvendo sistemas homogéneos, ainda na primeira

parte, é discutido sobre sistemas nao lineares e suas formas de resolucao.

Na segunda parte enfocamos topicos relacionados a equagoes nao li-
neares, trabalhando com os conceitos de estabilidade, instabilidade, estabilidade
assintotica, sistemas autonomos, sistemas quase lineares, entre outros. Também
nesta parte estudamos o teorema de existéncia e unicidade para equagoes dife-
renciais, que ¢ um ponto importantissimo quando se trabalha com este tipo de

equacao e nao foi estudado na primeira parte.

Nesta parte do trabalho estaremos estudando a resolucao de equagoes
diferenciais nao lineares de forma geométrica. Isso significa que estaremos pre-
ocupados com as trajetorias das solucoes de cada problema e nao uma resolucao
numérica, ja que isto nos custaria um outro tipo de estudo, o que nao é objetivado
neste trabalho. Sao muitas as equacoes diferenciais, especialmente nao lineares,
insucessiveis de resolucao analitica mediante procedimento razoavelmente conve-
niente. E por isso que nosso foco estd essencialmente na visdo geométrica da

resolugao deste tipo de equagao.

Para termos tal visao geométrica, estudamos o plano de fase para

cada tipo autovalor relacionado com o sistema linear dado, com o tipo de ponto



critico e de estabilidade. Posteriormente, expandimos tal visao para sistemas

quase lineares, o que nos gera a seguinte tabela:

Linear Quase Linear
r1, T Tipo Estabilidade Tipo Estabilidade
ry>19 >0 NI Instéavel NI Instéavel
re<re <0 NI Assint. Estavel NI Assint. Estavel
9 <0< 1y PS Instével PS Instavel

r1 =19 >0 NP ou NI Instével NP, NI, PE Instavel

rr=1r9 <0 NP ou NI | Assint. Estavel | NP, NI, PE | Assint. Estavel

ri,re = Ak
A>0 PE Instéavel PE Instével
A <0 PE Assint. FEstavel PE Assint. Estavel
=10, Te = —ij PC Estavel PC ou PE | Indeterminado

Onde NI: Nodulo Impréprio; PS: Ponto de Sela; NP: Nodulo Préprio; PE: Ponto

de Espiral; PC: Ponto de Centro, r; e 9 autovalores.

Como aplicagao do estudo, o trabalho traz os modelos de "Espécies em
competicao” e "Predador Presa”, também conhecido como "Equacoes de Lotka e

Volterra”.

Apesar da visao Geométrica ser um bom recurso para a resolucao
qualitativa de equagoes diferenciais nao lineares, muitas vezes nao é possivel uti-
lizar este método. Por isso, temos o Segundo método de Liapunov, que con-
siste na anélise do sistema nao linear através de uma funcao apropriada. Este
método é bem abrangente e permite-nos discussoes sobre as regioes de estabili-
dade/instabilidade mais detalhadas do que o que tinhamos até aqui e isso sem o
uso direto de equacgoes diferenciais. Este método pode inclusive ser usado para

resolver sistemas diferentes dos quase lineares, o qual nao é trabalhado aqui.

O ultimo topico deste trabalho é: Solugoes Periodicas e Ciclos Limi-
tes. Aqui estamos interessados em encontrar possiveis soluces periodicas para

sistemas autonomos de segunda ordem

que devem obedecer a relacao



para todo t e em um determinado periodo T° > 0. Neste caso, as curvas que

representam as solucoes para este tipo de equacao sao curvas fechadas.

Este trabalho foi desenvolvido com o estudo individual, acompanhado
semanalmente pelo professor orientador através de seminérios, onde eram tiradas
as dividas e eram proporcionados momentos de reflexao e raciocinio na busca de
solucoes para problemas encontrados em exercicios, em demonstracoes de teore-

mas ou simplesmente na compreensao de definicoes.

Alguns topicos estudados nao foram explicitados neste trabalho para

que o mesmo nao ficasse por demais extenso.



